Naj bo n € N, D ¢ R"? odprta mnozica in F: D — R zvezna
funkcija. Navadna diferencialna enacha je zveza med
neodvisno spremenljivko x, odvisno spremenljivko y =y (x) in

] B . njenimi odvodi y’(x), ..., y(M(x), torej zveza
Matematika Il (FKKT — Kemijsko inZenirstvo) jenimi odvodiy’(x). ..., y(x), torej zvez
F Gy (x),y (%), y ™ (x)) = 0. (1)
MatjaZ Zeljko Obicajno namesto y(x), y'(x), ... piSemoy,y’, ....

FKKT — Kemijsko inZenirstvo

Za funkcijo F : R® — R, podano s predpisom
2. teden F (X1,X2,X3) = X3+ X1X2 — SinXy, je pripadajoca enacba enaka
(Zadnja sprememba: 23. maj 2013) y/ —+ Xy — sinx = 0.
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Red diferencialne enacbe je red najviSjega odvoda iskane Resitev diferencialne enacbe (1) reda n na intervalu | = (a,b) je
funkcije v enachi. Stopnja diferencialne enacbe je najvisja vsaka funkcija f: | — R, ki je na tem intervalu n-krat odvedljiva
potenca najviSjega odvoda iskane funkcije v enacbi. in za vsak x € | zadoS¢a enacbi

Zgled FOGY(x),y (%),....y™(x)) =0. (5)

Doloci red in stopnjo naslednjih diferencialnih enacb
Resiti diferencialno enacbo pomeni poiskati vse funkcije, ki tej

y = 2xy +x2, (2) enachi zadoscajo. Obicajno je, da ima diferencialna enacba

reda n reSitev, ki je odvisna od ve€ (obicajno n) parametrov.

Taki resitvi pravimo splona resitev. Ce v sploni resitvi

/ izberemo parametre, dobimo natanko eno dolo€eno reSitev iz
te druZine, ki ji pravimo partikularna resitev.

y"+3y' -7 = e *cosx, (3)
) = y-x (4)

Matematika Il (FKKT — Kemijsko inZenirstvo)
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Diferencialne enacbe Splosen pojem diferencialne enacbe Diferencialne enacbe Splosen pojem diferencialne enacbe

Precej pogosto dolo¢imo partikularno resitev tako, da
predpiSemo zacetne vrednosti

Funkcija y(x) = sin(2x) je reSitev diferencialne enacbe

y(Xo) = a0,y (Xo) =as,....y"V(xo) =an_1 y"” 4+ 4y = 0 na celi realni osi.

ali pa robne vrednosti

y(XO) = aOvy,(Xl) =ai,... 7y(n71)(xn) =an-1,

kjer Stevila xg, X1, ..., Xn Nis0O vsa enaka.

Mozno je, da premore diferencialna enacba tudi resitve, ki jih
ne moremo dobiti s primerno izbiro parametrov v splosni resitvi.
Takim reSitvam pravimo singularne resitve.

Diferencialna enacba (y’)? = 4y ima poleg splo3ne resitve
y(x) = (x +C)? 3e singularno resitev y (x) = 0.

Matjaz Zeljko Matematika Il (FKKT — Kemijsko inZenirstvo) 6
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Diferencialne enacbe Splosen pojem diferencialne enacbe Diferencialne enacbe SploSen pojem diferencialne enacbe

Poisci tako reSitev diferencialne enacbe y” + 4y = 0, ki zadoS¢a Poisci vse funkcije, ki zadoScajo enachiy’ = 0.
pogoju y(0) =y’(0) = 1.
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Diferencialne enacCbe prvega reda Obstoj in enoliCnost resSitve
Splosno diferencialno enacbo prvega reda podamo v obliki Ce je funkcija F dovolj lepa, lahko enagbo F X,y,y') =0
/ preoblikujemo v diferencialno enacbo y’ = f(x,y), ki premore
F(x,y,y’)=0. (lokalno) enoli¢no resitev. Natanéneje:
Njena reSitev je enoparametricna druzina krivulj y = f(x,C), Izrek (Picardov izrek)

kier je C € R parameter. Partikularno resSitev dobimo tako, da
predpiSemo pogoj, ki mu mora ta resSitev zadoScati. Obicajno
podamo vrednost v neki tocki, torej y(Xo) = Yo.

Diferencialni enacbi skupaj z zacetnim pogojem

Naj bo D ¢ R? odprta mnoZica. Ce je funkcija f: D — R zvezna
in zvezno parcialno odvedljiva na y, ima za vsako tocko
(Xo0,Yo) € D v neki okolici tocke xq diferencialna enacba

' —f(x,
F(Xryay/):O; y()(o):yo7 (6) y (X y)

natanko eno resitev, ki ustreza pogoju y (Xo) = Yo.

pravimo zacetni problem. /
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Grafi reSitev potekajo po ravnini tako, da imajo v vsaki tocki
(x,y) € D isto smer tangente kot vektor polja smeri v tisti tocki.

Polje smeri

Polje smeri diferencialne enacbe y’ = f(x,y) dobimo tako, da v

! . .. .. -y .
y'=f(xy). smerni koeficient ravno vrednost funkcije f v tocki (x,y), je
y reSitev enacbe y' =f(x,y).

Yo

Oznacena reSitev y = y(x) zadoSca zaCetnemu pogoju
y(Xo) = Yo-
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Enacba z locljivima spremenljivkama

Ce lahko enac¢ho F(x,y,y’) = 0 zapiSemo v obliki
y’ =h(x)g(y), pravimo, da ima enacba locljivi spremenljivki.

Kerjey’' = %1 lahko zapiSemo g—i =h(x)g(y), kar nam da

Poisci splosno resitev enacbe xy + (x + 1)y’ = 0 in zapiSi
partikularno reSitev, ki zadoSca pogoju y(0) = 1.

dy
a0y = h(x)dx

Torej je splosSna resSitev enaka

/% ~ [nixyax+c,

ki jo lahko zapiSemo v obliki G(y) = H(x) + C. Za partikularno
reSitev, ki npr. ustreza pogoju y(Xo) = Yo, pa velja
G(yo) =H(xo)+C. Torej je

C =G(yo) — H(xo).
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda
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Slika : Polje smeri diferencialne enacbe y’ = — =5 in reSitev
y = (x+1)e ™, y(0) = 1.
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Diferencialne enacbe

Diferencialne enacbe prvega reda

—a s a \y N 7T 7 >
Poisci splosno resSitev enacbe /y2 + 1 = xyy’ in zapiSi s N | 7
partikularno resitev, ki zadoS¢a pogoju y(1) = 1. N | S 7
—aa N\ S T T
)7

Slika : Polje smeri diferencialne enacbe y’ = —“)';Jrl in reSitev
y =VIn?x +2v2Inx +1, y(0) = 1.
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Poi&¢i splosno resitev enacbe 2x2yy’ +y? = 2 in zapisi
partikularno resitev, ki zadoSca pogoju y(1) = —1.

—>—a>—a \y
—>—>> " \

—>—>—>"a \

\ e
\ B N

\ I

2—

Slika : Polje smeri diferencialne enacbe y’ = oM

y=-\2-ex1yl)=-1

y2 . W
J— in reSitev
y
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

PoisCi splosno resitev enacbe (1 +x2)y’ + (1 +y?) = 0 in zapisi
partikularno resitev, ki zadoS¢a pogoju y(1) = 1.

S
N

. . - . « 2, v
Slika : Polje smeri diferencialne enacbe y’ = — ﬂiz in reSitevy = %
y(1)=1.
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

V drugem primeru v splo3ni resitvi y = —$In(3(C +e*))
upostevamo pogoj y(0) = —1 in dobimo C = %e3 —1. Torej je
y =—21In(e3—3+3e7X).

Poi3¢i splosno resitev enacbe eXt2 —e?* Yy’ = 0 in zapisi
partikularno resitev, ki zadosSca pogoju y(0) = 0. ZapiSi Se
resitev, za katero velja y(0) = —1.
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda

Opomba. Iz polja smeri diferencialne enacbe domnevamo, da
ima diferencialna enacba Se neko drugacno resitev. Recimo, da
je y(0) =yo. Ce ta pogoj upostevamo v enachbi

y = —3In(3(C+e*)), dobimo C = e~ —1, kar nam da

1
y=-3 In(e™%° —3+3e7).

Od vrednosti izraza e %Yo — 3 je torej odvisno, ali bo dobljena
reSitev definirana za vse x. Meja je v primeru e 3 —3 =01n
pri tako izbranem yg = —% In3 dobimo resSitev

1 . 1 1
y = —§In(3e ) = —§In3+§x.

Slika : Polje smeri diferencialne enacbe y’ = e **+% in reSitvi
y =—3%In(3e*—-2),y(0)=0;y = —3In(e3—3+3e7),y(0) = 1.
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Diferencialne enacbe Diferencialne enacbe prvega reda Diferencialne enacbe Radioaktivni razpad

Radioaktivni razpad

Poisci splosno reSitev enacbe y’cosx —y = 0 in zapisi
partikularno resitev, ki zadoS¢a pogoju y(0) = 1.

Zakon o radioaktivnem razpadu pravi, da je koliina
radioaktivne snovi, ki razpade v ¢asovni enoti, sorazmerna
koliCini snovi, ki je Se na voljo. Torej je

dm
 _k
gt M

kjer je k < 0 konstanta, znacCilna za doloCen radioaktiven izotop.
Diferencialno enacbo zapiSemo v obliki dﬁm =k dt, od koder
sledi Inm = kt + ¢, kar nam da m(t) = Cek' za C = e€. Ker na
zatetku (tj. prit = 0) velja m(0) = my, sledi CeX'|;_o = mq, kar
nam da C = mq. Torej je

m(t) = mee.
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Diferencialne enacbe Radioaktivni razpad Diferencialne enacbe Radioaktivni razpad

Razpolovni Cas

Razpolovni Cas je Cas t,, pri katerem je

1
m(t,) = >Mo.

Sledi moek = 1mq in kt, =In 3, kar nam da

. In2
Xx T k .
Ne glede na zacetno vrednost mg zaradi k < 0 velja
lim m(t) = lim meeX* = 0.
t—oo t—oo
Ceprav s€asoma vsi radioaktivni elementi razpadejo, so v
mnogih primerih razpolovni Casi tako veliki, da predstavljajo

trajno nevarnost radioaktivnega sevanja (npr. za 3°Th je
razpolovni ¢as 14 milijard let).
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Diferencialne enacbe Radioaktivni razpad Diferencialne enacbe Radioaktivni razpad

Matjaz Zeljko Matematika Il (FKKT — Kemijsko inZenirstvo)

Radiometricno datiranje z ogljikovimi izotopi

Na zagetku imamo 1 g nekega radioaktivnega izotopa 2?°Ra. Zivi organizmi imajo enako razmerje 4C (nestabilni izotop!) in
Zapisi, kako se masa iztopa spreminja v odvisnosti od ¢asa. V 1N kot atmosfera v tistem €asu. (Razmerje se skozi zgodovino
koliko &asa se koligina radioaktivnega izotopa razpolovi? ni bistveno spreminjalo.) Ko organizem odmre, **C zaéne

razpadati v *N. Z merjenjem koli¢ine *4C lahko dolo¢imo,

koliko Easa je preteklo od smrti organizma. Ce torej poznamo
m(t)

razmerje e in razpolovni Cas t,, lahko t izraCunamo. Enacbo
m(t) .kt . . . .
™, — € logaritmiramo in izpeljemo
1, m(t te . m(t
t==In Q =— In L
K  mg In2 " mg

Zaradi kratke razpolovne dobe 4C (5730 440 let), je metoda
primerna samo za dolocanje starosti do 70 000 let.
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Diferencialne enacbe Radioaktivni razpad Diferencialne enacbe Naravna rast

Naravna rast

Arhelogi so na Ljubljanskem barju v blatu nasli kos drevaka, v Zakon naravne rasti pravi, da je hitrost spreminjanja kolic¢ine
katerem je le e 60 % izotopa *C glede na obiajen deleZ tega sorazmerna s koli¢ino samo. Torej
izotopa v zivem lesu. Koliko je priblizna starost te najdbe?

dx = kx dt.

Ce ne bi bilo bioloskih ali fizikalnih omejitev, bi na tak nagin
rastli mnogi organizmi (prirast lesa, razmnoZevanje zajcey, ...).
Kot smo Ze videli, ima gornja enacba resitev

x(t) = xpe",

kier je xo = x(0) zaCetna koliCina.
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Diferencialne enacbe Naravna rast Diferencialne enacbe Naravna rast
X

KoliCina lesa v deblu se je v dveh letih povecala za 15 %. Za
koliko bi se (v idealnem primeru) povecala v t letih?

Xo |

t
Ne glede na zacetno vrednost xq zaradi k > 0 velja

lim x(t) = lim xpeX' = c.
t—o0 t—o0

Zakon naravne rasti zato v daljSem ¢asovnem obdobju ne
ustreza nobenemu organizmu ali neki koli€ini v naravi.
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Diferencialne enacbe Newtonov zakon ohlajanja 0z. segrevanja

Diferencialne enacbe Newtonov zakon ohlajanja 0z. segrevanja

Newtonov zakon ohlajanja 0z. segrevanja

Vrednost konstante k doloCimo tako, da izmerimo temperaturo
telesa pri doloCenem Casu, tj. Ty = T (t1). Seveda mora biti T,

Newtonov zakon pravi, da se telo ohlaja 0z. segreva tako, da je med T, in T,. Skratka:
hitrost spreminjanja temperature sorazmerna razliki
temperature med telesom in okolico. Torej T =T, +(To—T,)ek,
(jj—-lt- =k(T —T,), kar nam da
1, T,-T,
ker smo s T =T (t) oznacili temperaturo ob Casu t, s T, pa k= ty In To-T.

temperaturo okolice, k < 0 pa konstanta, odvisna od snovi. _ _ _ T _
o dT _ _— o (KerjeTymedToinT,,je0< £+ <1linresk <0.)
EnaCba +— = k dt ima locljivi spremenljivki, kar nam da 0 s

In(T = T.) =kt+c in
T(t)=T.+Cek.

Ce ima telo na zagetku temperaturo To = T (0), velja
To=T,+C, od koder izpelijemo C = Tg — T,. Sledi

T{)=T,+(To—T,)e .
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Diferencialne enacbe Newtonov zakon ohlajanja 0z. segrevanja Diferencialne enacbe Newtonov zakon ohlajanja 0z. segrevanja

Plastenka soka se je v vroCem avtomobilu segrela na 35° C.

To Janez jo je pod tekoCo vodo, ki ima 15° C, v 1 minuti ohladil za
x 3° C. V koliko Casa se bo pod tekoCo vodo sok ohladil na 20° C?

To |

—Y

Ne glede na zacetno temperaturo Ty je limitna temperatura
enaka T.. Kerje T'(t) = k(T (t)—T.), k <0, je pri zaCetnem
To < T, funkcija naras€ajoca, sicer pa padajoca.
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Diferencialne enacbe Problem mesanja raztopin

Problem mesSanja raztopin

V posodi imamo V litrov razto-
pine soli s koncentracijo kg. V
posodo priteka s konstantim pri-
tokom ¢ tekocina s koncentra-
Cijo K, in iz nje enako hitro od-
teka meSanica. DoloCimo, kako
se s casom spreminja koncentra-
cija raztopine.

Ozna€imo z m = m(t) koli¢ino
soli v posodi ob ¢asu t. Potem je

dm_ oo m
dt Vv
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Diferencialne enacbe Problem meSanja raztopin

To je enacba z locljivima spremenljivkama

_am__ Py
KV —-m V'
ki ima resitev —In(k,V —m) = 3t +c, oziroma
_ %y
m(t) =k.V +Ce V"

Ob Casu t =0 imamo m(0) =V kg, kar nam da C = (ko — K.)V..
Sledi

mt) = (K. +(ko—kK,)e V)V,
K(t) = @:K*-I-(KO—K*)G_%.

Opaziti velja, da je po pricakovanju tIim K(t) = K., saj se
—»00
sCasoma prvotna koncentracija izgubi.
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R

Ko |

Ne glede na zacetno koncentracijo kg je limitna koncentracija
enaka k.. Hitrost pribliZevanja je odvisna predvsem od
razmerja &.
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V 100 litrsko posodo, v kateri je 2 % raztopina soli, s hitrostjo
5 ¢ na minuto priteka tekocCina s 5 % koncentracijo soli. Cez
koliko ¢asa bo koncentracija soli v posodi enaka 4 %.
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Bartalanffyev model rasti

Oznacimo z L(t) velikost organizma (npr. dolZino ribe) v Casu t.
Najvecja mozZna velikost organizma naj bo L,. ZacCetna velikost 1

organizma naj bo Ly. Bartalanffyev model pravi, da je prirast
sorazmeren razliki med trenutno velikostjo in najvecjo mozno
Lo

velikostjo. Torej
dL=k(L,—L)dt,

—Y

kier je k > 0 konstanta.

Ta enacba z lo€ljivima spremenljivkama ima splosno reSitev
L(t) = L. + Ce X, kar nam ob upoS$tevanju zaletnega pogoja
L(O) =1lg da

Ne glede na zacetno velikost Lg je limitna velikost enaka
. T . —kt _
L(t) — L*—F(Lo—L*)eikt. tlml_(t) —t||_l;ro'|° (L*—I—(LO L*)e ) L*,

saj je k > 0.
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Diferencialne enacbe Bartalanffyev model rasti Diferencialne enacbe Verhulstov model rasti

Verhulstov model rasti

Neka vrsta ribe doseZze maksimalno dolzino 120 cm, po 20 Model naravne rasti ne ustreza stanju v naravi, saj ni omejen.
mesecih pa doseZe polovico svoje maksimalne dolZine. Na Namesto enacbe ‘é—’t‘ = kx, Kjer je k konstanta, zapiSemo raje
zaCetku opazovanja je riba velika 1 cm. Koliko je riba velika po g
enem letu? X _k

— =k(X)x

dt ( ) Y

kjer je k padajoca funkcija.

Verhulstov model rasti pravi, da je rast populacije sorazmerna
Stevilu osebkov v populaciji in razpoloZzljivim virom (ki omejuje
rast). Ce z r > 0 oznagimo koeficient rasti in K > 0 kapaciteto
0z. maksimalno Stevilo osebkov v populaciji, velja

dx X

E - I’(l— R)X

Kot obicajno oznacimo z xo = x(0) zacCetno stanje populacije.
(Verhulstov model rasti imenujemo tudi logisticni model rasti.)
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Diferencialne enacbe Verhulstov model rasti Diferencialne enacbe Verhulstov model rasti

Diferencialna enacba ‘é—’t‘ =r(1- g)x imaloCljive spremenljivke Iz enacbe (7) lahko izrazimo x = (1 — % )Ce™ = Ce" — ¥ Ce" in
in jo lahko zapiSemo v obliki od tod x (1 + xCe') = Ce". Sledi
dx
—— = rdt. Ce" 1
1-%) X = liicen I ilen
+ K e K + 66

dX _ isea : 1 :
Integral [ @) 1zracunamo tako, da izraz oK razstavimo
na parcialne ulomke

Ker je x(0) = Xo, iz enacbe (7) sledi C = 1f°%0 . Torej je

1 KXO

= + —
1-X)x 1-%  x’ X(t) = . = '
(-x) “ © 1, 1Rt X+ (K—xp)e™
K Xo

od koder sledi

dx X X . .
. = In(1-—2)+Inx=1n Iz te enacbe razberemo, da je res
/(1—%)x (I=)+ - .

X
K
Splo3na resitev gornje diferencialne enacbe je In X =rt +c limx(t) =K.
K
0z. X
_ rt
[ x— Ce". (7)
K
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X Ker je

Ky e x"(t) = (r (1—%%(0)/:

— —%x’(t)x(t)+r ( - %) x'(t) =
= r <1—2%> x'(t)

in x(t) > 0 za vsak t, je x”(t) = 0 le pri x(t) = %. Torejima
logisticna krivulja prevoj ravno v tocki, kjer je dosezena
polovicna kapaciteta.

Graf je konveksen za t <t in konkaven za t > t.

i

1
t
Ceje xo < %K, je polovicna kapaciteta doseZena ob Casu

__l K—Xo
t=ln=2-%.
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Diferencialne enacbe Verhulstov model rasti

Ob rojstvu je konj visok 51 cm in lahko doseZze maksimalno
viSino 148 cm. V kateri starosti je njegova rast najhitrejSa, e
doseZe 95 % svoje viSine v dveh letih?
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